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Dijkstra’s algorithm
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Aim of Dijkstra’s algorithm 

• Dijkstra’s algorithm solves the single‐source shortest‐paths problem 
on a weighted, directed graph 𝐺 ൌ  ሺ𝑉, 𝐸ሻ for the case in which all 
edge weights are nonnegative.

• The running time of Dijkstra’s algorithm is lower than that of the 
Bellman‐Ford algorithm
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Dijkstra’s algorithm ‐ idea

• Dijkstra’s algorithm maintains a set 𝑺 of vertices whose final shortest‐
path weights from the source s have already been determined. 

• The algorithm repeatedly selects the vertex u ∈ V − S with the 
minimum shortest‐path estimate, 
• adds u to S, and
• relaxes all edges leaving u.

• min‐priority queue Q of vertices can be used!
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Pseudocode

DIJKSTRAሺ𝐺, 𝑤, 𝑠ሻ
1 INITIALIZE‐SINGLE‐SOURCEሺ𝐺, 𝑠ሻ
2 𝑆 ←  ∅
3 𝑄 ←  𝑉ሾ𝐺ሿ
4 while 𝑄 ൌ  ∅
5  do 𝑢 ←  𝐸𝑋𝑇𝑅𝐴𝐶𝑇 െ 𝑀𝐼𝑁ሺ𝑄ሻ
6  𝑆 ←  𝑆 ∪  ሼ𝑢ሽ
7  for each vertex 𝑣 ∈  𝐴𝑑𝑗ሾ𝑢ሿ
8  do RELAXሺ𝑢, 𝑣, 𝑤ሻ
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Dijkstra Example





















Do Dijkstra ?
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result
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Algorithm properties

DIJKSTRAሺ𝐺, 𝑤, 𝑠ሻ
1 INITIALIZE‐SINGLE‐SOURCEሺ𝐺, 𝑠ሻ
2 𝑆 ←  ∅
3 𝑄 ←  𝑉ሾ𝐺ሿ
4 while 𝑄 ൌ  ∅
5  do 𝑢 ←  𝐸𝑋𝑇𝑅𝐴𝐶𝑇 െ 𝑀𝐼𝑁ሺ𝑄ሻ
6  𝑆 ←  𝑆 ∪  ሼ𝑢ሽ
7  for each vertex 𝑣 ∈  𝐴𝑑𝑗ሾ𝑢ሿ
8  do RELAXሺ𝑢, 𝑣, 𝑤ሻ

• The algorithm maintains the 
invariant that 𝑄 ൌ  𝑉 െ  𝑆 at 
the start of each iteration of the 
while loop of lines 4–8.

• The while loop of lines 4–8 
iterates exactly |𝑉| times.

• it uses a greedy strategy.
• always chooses the “closest” 
vertex in 𝑉 െ  𝑆 to add to set 𝑆
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Theorem 24.6 (Correctness of Dijkstra’s algorithm)

• Dijkstra’s algorithm, run on a weighted, directed graph 𝐺 ൌ  ሺ𝑉, 𝐸ሻ
with nonnegative weight function 𝑤 and source 𝑠, terminates with 
𝑑ሾ𝑢ሿ  ൌ  𝛿ሺ𝑠, 𝑢ሻ for all vertices 𝑢 ∈  𝑉.

• Proof  the following loop invariant:
• At the start of each iteration of the while loop of lines 4–8, 𝑑ሾ𝑣ሿ  ൌ  𝛿ሺ𝑠, 𝑣ሻ
for each vertex 𝑣 ∈  𝑆.
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Analysis

• Dijkstra maintains the min‐priority queue 𝑄 by calling three priority‐
queue operations: 
• INSERT ‐> is invoked once per vertex
• EXTRACT‐MIN ‐> is invoked once per vertex
• DECREASE‐KEY ‐> at most  𝐸 by using aggregate analysis
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Analysis (1)

• Dijkstra maintains the min‐priority queue 𝑄 by calling three priority‐
queue operations: 
• INSERT ‐> is invoked once per vertex 𝑶ሺ𝟏ሻ
• EXTRACT‐MIN ‐> is invoked once per vertex 𝑶ሺ𝑽ሻ
• DECREASE‐KEY ‐> at most  𝐸 by using aggregate analysis 𝑶ሺ𝟏ሻ

• Implementing the min‐priority queue: ordinary array
• Number vertices from 1 to 𝑣
• Store 𝑑ሾ𝑣ሿ in the 𝑣th entry of array
• total time of 𝑂ሺ𝑉ଶ  𝐸ሻ  ൌ  𝑂ሺ𝑉ଶሻ.
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Analysis (2)

• Dijkstra maintains the min‐priority queue 𝑄 by calling three priority‐
queue operations: 
• INSERT ‐> is invoked once per vertex 𝑶 𝑽 ሺ𝒐𝒗𝒆𝒓𝒂𝒍𝒍ሻ
• EXTRACT‐MIN ‐> is invoked once per vertex 𝑶ሺ𝒍𝒈 𝑽ሻ
• DECREASE‐KEY ‐> at most  𝐸 by using aggregate analysis 𝑶ሺ𝒍𝒈 𝑽ሻ

• Implementing the min‐priority queue: min‐Heap
• total time of 𝑂ሺ 𝑉  𝐸 lg 𝑉ሻ  ൌ  𝑂ሺ𝐸 lg 𝑉ሻ.

• This running time is an improvement over the straightforward 𝑂ሺ𝑉ଶሻ
time implementation if 𝐸 ൌ  𝑜ሺ𝑉ଶ 𝑙𝑔 𝑉⁄ ሻ.
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Analysis (3)

• Dijkstra maintains the min‐priority queue 𝑄 by calling three priority‐
queue operations: 
• INSERT ‐> is invoked once per vertex 𝑶 𝑽 ሺ𝒐𝒗𝒆𝒓𝒂𝒍𝒍ሻ
• EXTRACT‐MIN ‐> is invoked once per vertex amortized 𝑶ሺ𝒍𝒈 𝑽ሻ
• DECREASE‐KEY ‐> at most  𝐸 by using aggregate analysis amortized 𝑶ሺ𝟏ሻ

• Implementing the min‐priority queue: Fibonacci heap
• total time of 𝑂ሺ𝑉 lg 𝑉  𝐸ሻ
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